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MAXIMOS Y MINIMOS [CAP. 8

18. Demostrar que si ¥y = f(x) admite derivada en el intervalo a2 < x < b, y f(x) presenta un maximo relativo en el punto

X = X, siendo a < x, < b, se verifica f'(x,) = 0.

Como f(x) presenta un maximo relativo ¢n x = x,, para todo Ax, siendo |dx| suficientemente pequefio,

S(xo + 4%) < f(xo) y Slxo + Ax) —f(x) < 0
Ahora bien cuando 4x < 0, fxo + 4%) —flxo) >0 y f(x) = lim JGo + 45) —11xo) = 0.
Ax A2-30— Ax

f(xo + Ax) —f(xo) oy _ pie J X0 + 4X) —f(x0)
ud Ax <0 y fllx) _AJ-I’T+ Ax <0

y cuando Ax > 0,

Por tanto, 0 < f'(x,) <0, y f'(xo) = 0, como se queria demostrar. Ver Problema 34 para el minimo relativo.

19. Demostrar el criterio de la segunda derivada para hallar maximos y minimos: Si f(x) y f’(x) admiten derivada en el

intervalo @ < x < b, el punto x = x,, siendo a < x, < b, representa un valor critico de f(x), y f"(x,) > 0, la funcién
f(x) tiene un minimo relativo en x = x,.

Como f'"(x,) > 0, f’(x) es creciente en x = X, y existird un b > 0 tal, que f'(x, — k) < f"(xg) < f'(xo + h).
Por tanto, para valores de x inferiores a x,, f'(x) < f’(x,), y para valores de x superiores a xy, f'(x) > f’(x,). Ahora bien,
como f'(x,) = 0, f'(x) < 0 para x < x,, y f'(x) > O para x > x,. Estas son las condiciones (ver Problema 18) que ase-
guran la existencia de un minimo relativo de la funcién f(x) en el punto x = x,. Se deja para el alumno, la demostracién
de! teorema andlogo para el méaximo relativo.

20. Consideremos ¢l problema de situar sobre la hipgrhala &* — y* = 1 un punte (X, ¥) cuya distancia a uno dado P(g, 0),
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siendo o > 0, sea minima. De la expresion que da la distancia entre dos puntos, s¢ deduce D = (X — aj* + Y+, y por
pertenecer el punto (X, Y) a ta hipérbola, X2 = Y2 = 1. .

Expresando D? en funcién X solamente, resulta:
fX) =X —apP+X2—1 = 2X*—2aX +a*— |
cuyo valor critico de esta funcién es X = }a.

Si tomamos @ = 4, no habra ningin punto sobre la hipérbola, porque Y se hace imaginario para el valor critico
X = }. Dibujando la figura correspondiente se veria claramente que el punto de la hipérbola mas proximo al P(}, 0)
es el (1, 0). Por tanto, lo que se trata en este caso es hallar el minimo de la funcién f(X) = (X — 3)* + X*— L con
1a condicién de que X > 1. (Obsérvese que esta condicién no la lleva implicitamente 1a funcidn f(X). Esta funcién, sin
poner condicién alguna, presenta un minimo relativo en el punto X = }.) En el intervalo X > 1,f(X) tiene un minimo
absoluto en el extremo X = 1, que no es un minimo relativo. Se deja como ejercicio para el alumno el estudio del pro-

blema cuando (i) a = 4/ 2 y (ii) a = 3.

Problemas propuestos

Determinar los intervalos en los que son crecientes y decrecientes cada una de las funciones del Problema 1.
Sol, (@) Crec. x <0; Dec. x> 0. (b) Crec. x> 3, Dec. x <3. (¢) Crec. —5/2 <x < 0; Dec. 0 < x < 5/2.
(d) Crec. x > 4.

. (@) Demostrar que y = x® + 20x — 6 es una funcién creciente para todos los valores de x.

(6) Demostrar que y = 1 — x® — x7 es una funcién decreciente para todos los valores de x.

23. Hallar los maximos y minimos, aplicando el criterio de la primera derivada, de las funciones siguientes:

@) f(x) =x*+2x—3 Sol. x = —I1 minimo relativo = —4
@) f(x) =3+ 2x—x* Sol. x = 1 méaximo relativo = 4
f(x)=x"+2x*—4x—38 Sol. x = % minimo relativo = —256/27
x = —2 méximo relativo = 0
d f(x) =x>—6x24+9x—8 Sol. x = 1 méaximo relativo = —4
x = 3 maximo relativo = —8
e fx)=Q2—x)° Sol. No tiene ni max. ni min. relativos
f) f(x) =(x*—4)? Sol. x = 0 maximo relativo = 16

x = +2 minimo relativo = 0



